GRADEVINSKI FAKULTET U BEOGRADU 1

Tehnicka mehanika 2 - ispit 18. aprila 2007.

ZADATAK 1 (...20%) Na slici 1 je prikazan Stap AB, mase m i duZine L, na &ijem
se kraju B nalazi koncentrisana masa M. Stap moZe da se kreée u vertikalnoj ravni i
na slici je prikazan u stanju mirovaja u vertikalnom polozaju. Stap je na kraju A vezan
nepokretnim osloncem, a na kraju B horizontalnom oprugom krutosti k£, pri ¢emu je
opruga nenapregnuta kada je Stap vertikalan. Osim sopstvenom teZzinom, Stap je optereéen
i vertikalnom silom P na svom vrhu B.

(a) Izvesti diferencijalnu jedna¢inu malih oscilacija Stapa.

(b) Ako se zna da se kriti¢na sila izvijanja pritisnutog $tapa moze da odredi iz uslova da
je kruzna frekvencija slobodnih harmonijskih oscilacija $tapa jednaka nuli (dinamicki
kriterijum stabilnosti), odrediti najmanju potrebnu krutost opruge tako da kriti¢na
sila izvijanja Py, bude veéa od 300 kIN. U ovoj analizi koristiti numericke podatke:
M =1.5m, m = 15t, L = 3.0m,g = 10%.

ZADATAK 2 (...20%) Materijalna tatka mase ms se nalazi u mirovanju na ivici horizon-
talne ravni, kako je prikazano na slici 2. U nekom trenutku na tu tacku naleti tacka mase
mq usled otpusStanja prethodno sabijene opruge. Opruga je krutosti £ = 100kN/m i sabijena
je za neku veli¢inu §. Ako se zna da su mase tac¢aka medusobno iste m; = mo = 50kg,
kao i da je udar idealno elasti¢an, odrediti potrebno sabijanje opruge tako da tacka mase
mo, posle udara, padne na horizontalnu ravan koja je za H = 2m niZa od njenog pocetnog
poloZaja, a da pri tome upadni ugao u odnosu na vertikalu bude o = 30°. Takode odrediti
i mesto pada tacke na donju ravan (rastojanje L).
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ZADATAK 1 (...20%)

(a) Stap AB ima jedan stepen slobode, n = 1,¢; = ¢ 1 na slici je prikazan proizvoljan
polozaj Stapa tokom kretanja. Na slici su takode prikazane i sve sile koje deluju
na Stap, osim reakcije veze u osloncu A.

A=Lsiny
;ﬁf Diferencijalna jednacdina kretanja moZe da se
P izvede iz Zakona o promeni momenta koli¢ine kre-
F =kA tanja:
op M Jae = My (1)
B Momenat inercije Stapa za osu rotacije u tacki A
Mg je dat sa:
1
L cos¥ JAzgmL2+M-L2 (2)
g
dok su momenti svih aktivnih i reaktivnih sila za
S_ﬂ istu osu dati sa:
L %
1
My = PLsinp + MgLsin p + EmgLsingo — F,,Lcosyp
112 L sing (3)

Pri tome je sila u opruzi data sa
Fop=k-A=k-Lsing (4)

Kako se posmatraju male oscilacije Stapa, odn. kako je ¢ ~ 0, odn. sinp =~ ¢,
cos p =~ 1, to se diferencijalna jednacina kretanja (1) dobija u obliku

1
Jap = (PL+ MgL + 5m9L = kL?) - (5)

Jednacdina (5) moze da se prikaze u obliku homogene diferencijalne jednacine slo-
bodnih oscilacija Stapa:
p+ Q=0 (6)

gde je uvedena oznaka

0 = €. (kL* — PL — MgL — 1mgL) (7)
Ja 2
za kvadrat kruzne frekvencije slobodnih oscilacija.

(b) U odsustvu bilo kakvih poremecéaja, kao i pri dovoljno malom intenzitetu nor-
malne sile pritiska, Stap ¢e da miruje u svojoj ravnoteznoj konfiguraciji definisanoj
sa p = 0 (u vertikalnom polozaju). Sa povecanjem sile P prvobitna ravnoteZna
konfiguracija Stapa moze da postane nestabilna i da Stap naglo prede u drugu,
beskonaéno blisku, ravnoteznu konfiguraciju (bifurkacija ravnoteznih stanja), datu

sa ¢ # 0.
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Minimalna sila P pri kojoj to moZe da se realizuje, odn. kriti¢na sila izvijanja F;,,
moze da se odredi, kako je zadatkom receno, iz uslova da je kruzna frekvencija
slobodnih harmonijskih oscilacija jednaka nuli (dinamicki kriterijum stabilnosti).
Imajuéu u vidu dobijen izraz za kruznu frekvenciju koji je dat sa (7), kriti¢na sila
je onda data sa:

1
Q=0 = P:Pkr:kL—Mg—img (8)
Ako je data vrednost kriticne sile i ako se trazi da se odredi minimalna krutost

opruge tako da kriti¢na sila bude vec¢a od neke zadate vrednosti, onda se iz relacije
(8) moze da dobije potrebna krutost opruge:

1
(P + Mg + Sm) )

Zadatkom su zadate i numericke vrednosti: P, = 300kN, M = 1.5m, pri ¢emu je
m = 15t, L = 3.0m, a za ubrzanje zemljine teZe se usvaja g = 10:7. Sa ovim se dobija
sledece:

1 1 600.0 kN
k>—- (P +2 =—" 2-15-10) = —— =200 — 1
> 7 (Pyr + 2myg) 20 (300 4+ 2-15-10) 20 00 - (10)
Znacdi, ako je krutost opruge veéa od 200xN/m, onda je kriti¢na sila veéa od zadate

vrednosti od 300 kIN.

ZADATAK 2 (...20%)

Zadatak se sastoji iz tri tri celine: prvo se, otpusStanjem sabijene opruge, tacka
mase m; kreée po horizontalnoj ravni do udara u tacku mase m,, zatim se dogodi
udar dve tacke, a posle toga tacka koja je udarena zapocinje kretanje (horizontalan
hitac) do svog pada na nizu horizontalnu ravan.

Na slici 1 je prikazan prvi deo: kretanje tacke m; i njen udar u tacku m,. Sa
stanovista posmatranog problema, za tacku m, je bitna brzina sa kojom ona udari
u tacku ms.

To se odreduje iz Zakona o promeni kineticke energije za polozaje (1) i (2), gde je
(2) polozaj u trenutku neposredno pre udara u tacku ms:

T2 - Tl == A1,2 (11)

U polozaju (1) tacka miruje, u polozaju (2) tacka ima neku nepoznatu brzinu v i,
a kako se kretanje obavlja po horizontalnoj ravni (bez trenja), rad vrsi samo sila u
sabijenoj opruzi. Imajuéi to u vidu, dobija se

1 1

gm vil = 5/{ -2 (12)
Za poznatu krutost i sabijanje opruge, kao i za datu masu tacke, iz relacije (12)
moze da se odredi brzina tacke m; neposredno pre udara u tacku ms.
Posmatra se sada idealno elastican udar dve tacke, slika 1, b-c. Takav udar je
odreden sa sledec¢e dve jednacine (koje se odnose za sistem od obe tacke istovre-
meno):

Ky—K; =0 T, —1T1=0 (13)
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Slika 1: Udar dve tacke

Ako se sa v;; i v;9, (i = 1,2) oznacée brzine tacaka m; neposredno pre i neposredno
posle udara, jednac¢ine (13) dobijaju oblik:

KQ — Kl =0: (ml’l)l,g + m2U272) —Mmivi1 = 0 (14)
1 1 1
T2 - T1 =0: (§mﬂ)iz + §m2U§’2) — 577111)%71 =0

Zadatkom je dato da su mase obe tacke medusobno iste: m; = my(= 50kg), tako da
se kao reSenje sistema (15) dobija sledece:

V22 ="V11 V12 = 0 (15)

odnosno, tacke istih mase posle idealno elasti¢nog udara razmenjuju brzine koje su
imale neposredno pre udara. Znaci, tacka mase m; ostaje na mestu udara u stanju
mirovanja, a udarena tacka ms zapocinje kretanje sa brzinom koju je imala tacka
m; neposredno pre udara.
Posmatra se drugi deo kretanja - horizontalan hitac tacke m,, $to je prikazano na
slici 2.
Diferencijalne jednacine kretanja, u sistemu dekartovih koordinata datim na slici
2, glase:

meZ = 0 Mal) = —Mag (16)

Opsti integral jednacdina (16) je dat sa:

za pravac horizontalne ose x, kao i sa

1
= —gt+ Dy y:—59t2+D1.t+D2 (18)
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Slika 2: Kretanje tacke ms posle udara

za pravac ose y. Imajuéi u vidu pocetne uslove kretanja tacke:

t=0: y0)=H, g0)=0
dobijaju se konac¢ne jednacine kretanja tacke ms u obliku:
x(t) = wvao-t, I(t) =va2 (20)
We) = gt H, i) = gt

Zadatkom se trazi da tacka m, padne na nizu horizontalnu ravan u polozaj B, pri
¢emu je upadni ugao prema vertikali jednak o = 30°. Polozaj tacke B je dat sa
koordinatama B(L,0) i ako se sa tp oznaci trenutak dolaska tacke m, u polozaj B,
onda vaze sledeée relacije:

x(tg) = L, y(tg) =0 (21)

Jednacine (21) glase
1
L=uvyy-tg, 0= —igt%-i-H (22)

Prva od relacija (22) daje vezu izmedu vremena pada tacke i njene pocetne brzina,
a iz druge od jednacdina (22) moze da se odredi vreme pada tacke u polozaj B, jer

je visina H zadata:
t ,/QH (23)
B= (| —
g
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Zadatkom je receno da tacka padne na ravan u poloZaju B pod uglom o prema
vertikali. To znaci da vazi sledeéa relacija, videti sliku 2:

tana = Tip V22 (24)

y(ts)  v29H

Kako je dato da je ugao a = 30°, to se, iz relacije (24) dobija potrebna brzina tacke
na pocetku kretanja (odn. neposredno posle udara):

Vg2 = tana - \/2gH = tan 30" - V2 - 9.81 - 2.0 = 3.6166 m (25)
s

Iz relacije (23) moZe da se dobije vreme kretanja tacke tp:

tg = 2H—,/2'2'O—06386 (26)
B=\ Ty "V o8t T

a iz prve od relacija (22) moze da se dobije duzina L:
L =wvy5-tp = 3.6166 x 0.6386 = 2.3094 m (27)

Najzad, prema resSenju (15), brzina tacke m; neposredno pre nego $to je udarila u
tacku m; jednaka je brzini v, = 3.6166 ", pa se, prema relaciji (12) dobija potrebno
sabijanje opruge da se svo ovo realizuje:

mq 50
= . Ei— . 1 . —_— = . 2
§ =11 ,/k 3.6166 ,/100“03 0.0809 m (28)

Prema tome, potrebno sabijanje opruge je za oko 8.1 cm.
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